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𝑋 𝑒𝑗𝜃 → 𝑋 𝑗𝜔 .מיידיהקשר בין𝐼𝐼מתוך 

𝑋𝑠: מסקנות 𝑗𝜔 , 𝑋 𝑒
𝑗𝜃 מורכבים משיכפולים של               כל𝜔𝑠 𝑋 𝑗𝜔

𝑋𝑠(𝑗𝜔) = 𝑋 𝑒
𝑗𝜃 |𝜃=𝜔𝑇

: נסכם גרפית

𝑋𝑠 𝑗𝜔

𝑋 𝑗𝜔

𝑋 𝑒𝑗𝜃

𝑥𝑠 𝑡

𝑥 𝑡

𝑥[𝑛]

𝑡

𝑡

𝑛
0 2𝜋

𝜔𝑠−𝜔𝑠 𝑇
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ק מחזורית"פונ
=ק על עיגול"פונ

מחזור אחד

𝑋𝑠 𝑗𝜔 ↔ 𝑋 𝑗𝜔 𝑥𝑠(𝑡)הקשר בין𝐼מתוך  = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛𝑇) 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)𝑋𝑠 𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝑋(𝑗𝜔 − 𝑗𝑘𝜔𝑠)

𝑋𝑠 𝑗𝜔 is periodic with period 𝜔𝑠

𝑋 𝑒𝑗𝜃 𝑖𝑠 𝐷𝑇𝐹𝑇 = one period

Z-plane DTFT-plane



𝜔לתחום : מוגבל סרטנתון אות  ≫ 𝜔𝑚 מחוץ לתחום זה𝑋 𝑗𝜔 = (.ה איור א/ראי. 0

נתון כי 
𝜋

𝑇
=
𝜔𝑠

2
(.  י איור ב/ראה

2𝜋𝑓𝑚 ≤ 𝜔𝑠
𝜋𝑓𝑠 =

𝜔𝑠
2

𝑓𝑠 =
1

𝑇
→
𝜋

𝑇
=
𝜔𝑠
2

𝜔בגלל ש < 𝜔𝑚 < 𝜋𝑓𝑠 =
𝜔𝑠

2
𝑋לא תהיה חפיפה ספקטראלית בין החזרות של  𝑗𝜔

3
w

X(w)

mw− mw−

A=1

mw

𝜋/𝑇

w

X(w)
A= 1

mw− mw−mw

−𝜋/𝑇

א ב

Band-limited signal

We will sample x(t) at 

frequency fs≥2fm

fm ≥ wm/2p

2𝜋𝑓𝑚= 𝜔𝑚



𝜃:נסמן = 𝜔𝑇 ,  ואז אם תדירות כלשהי היא שווה ל𝜔 = ±
𝜔𝑠

2
כי נתון 

𝜔𝑠

2
=
𝜋

𝑇
כאשר

𝜋−: מוגדר  בתחום𝜃אז נקבל גבול של   < 𝜃 < 𝜋כלומר,

𝑋 𝑒𝑗𝜃 =
1

𝑇
𝑋 𝑗𝜔 |𝜃=𝜔𝑇, − 𝜋 < 𝜃 < 𝜋

.שיכפול ללא עיוות רק כיווץ והגבר: דגימה אידאלית 4

2p−

p−

Xs(jw)

Tw− Tw

1/ T

p

2p0 

We will sample x(t) at 

frequency fs=2fm

fm=wm/2p

No overlapping  of repetitions

Nyquist frequency fs=2fm
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𝑿𝒔 𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 𝑗𝜔 − 𝑗𝑘𝜔𝑠

𝑿 𝑗𝜔

𝑋 𝑒𝑗𝜃

𝑭𝑻 of the continuous-time 

signal

𝑭𝑻 of the sampled signal

𝜔𝑠

2
=
𝜋

𝑇

𝐷𝑇𝐹𝑇

𝜔𝑠

Nyquist frequency fs=2fm

By sampling the bandwidth limited signal at Nyquist frequency or above it, there is no 

overlapping of repetitions takes place. 𝑋 𝑒𝑗𝜃 =
1

𝑇
𝑋 𝑗𝜔 |𝜃=𝜔𝑇 , −𝜋 < 𝜃 < 𝜋

k
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Harry Nyquist

https://en.wikipedia.org/wiki/Harry_Nyquist


▪ We will sample at Nyquist frequency 𝜔𝑠= 2𝜔𝑚 = 𝜔0, 𝑇 = 1/𝑓0

▪ 𝑥[𝑛] = 𝑥(𝑛𝑇) = 𝑥
𝑛

𝑓0
= sinc[𝑛] = 𝛿[𝑛]
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𝑥 𝑡 = sinc 𝑓0𝑡 𝜔0= 2𝜋𝑓0

𝑋 𝑗𝜔 = 𝑇 ⋅ Π(𝜔/𝜔0)

, 𝜔𝑚 =
𝜔0

2

⟹ from here

sin(𝜋𝑥)

𝜋𝑥

𝑿𝒔 𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 𝑗𝜔 − 𝑗𝑘𝜔𝑠

𝛿[𝑛]

From infinite number of 

options, only one signal will 

be bandwidth limited at the 

right frequency- the sinc

signal!

k



▪ The spacing between
repetitions depends
on the sampling rate

▪ We can reconstruct
the original signal
using a lowpass filter
which filters out all
the repetitions
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𝑿𝒔 𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 𝑗𝜔 − 𝑗𝑘𝜔𝑠

x(t)

t
w

f[Hz]

X(w)

2 Bp− 2 Bp

B0

A

t
w

f[Hz]

/ Tp− 2 Bp

B0

/A T

2 / Tp−

2

sf−sf−
sf−

sw

מסנן מעביר
נמוכים

xs(t)

Xs(w)

!!חסום בזמן אינו חסום בתדר*
במציאות אותות תמיד מוגבלי זמן ולכן אינם מוגבלי תדר*
תמיד תהיה שגיאת אליאסינג לכן נחפש דרכים למזער  , כלומר*

אותו

From infinite number of options, 

only one signal will 

be bandwidth limited at the 

right frequency- the sinc signal!

k

k



▪ Reconstructing a continuous time signal from samples is called interpolation

▪ We must assume that the original signal was band limited to B Hz < 0.5fs

▪ We low pass filter with any low pass having a bandwidth between B and fs-B Hz

▪ Usually use 0.5fs

The ideal interpolation filter:
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𝐻 𝑗𝜔 = 𝑇Π
𝜔

2𝜋𝑓𝑠
=

= 𝑇Π
𝜔

𝜔𝑠
𝜔𝑠 =

2𝜋

𝑇

ℎ 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑐
𝑡

𝑇

𝑋 𝑗𝜔 = 𝑋𝑠 𝑗𝜔 ⋅ 𝐻 𝑗𝜔

Π 𝑥 = ቐ
0 𝑥 > 0.5
0.5 𝑥 = 0
1 𝑥 < 0.5

𝜔0
2

x)

x

.5

https://demonstrations.wolfram.com/ReconstructingASampledSignalUsingInterpolation/


SHANNON-NYQUIST THEOREM 

10

2𝐵 < 𝑓𝑠If

To conclude:

No information loss if:

2p-wTm>=wmTs

ws>=2wm

Clode Shannon and Harry Nyquist 

(Nyquist how many pulses to transfer from telegraph)

(two engineers from Bell labs)

https://demonstrations.wolfram.com/SamplingTheorem/


▪ Examples:

1. Hearing range 20 to 20,000 Hz

2. How preverbal infants see

3. Age-related vision,  age related hearing

11
http://www.psy.vanderbilt.edu/course

s/hon185/SpatialFrequency/SpatialFre

quency.html

https://www.vectorstock.com/royalty-free-

vector/hearing-range-describes-the-range-of-

frequencies-vector-15444196
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FT of

Aliasing

Clode Shannon and Harry Nyquist 

(Nyquist how many pulses to transfer from telegraph)

(two engineers from Bell labs)

Lower than 

Nyquist
𝜔𝑠

2

𝑿𝒔 𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 𝑗𝜔 − 𝑗𝑘𝜔𝑠



▪ Consider the signal 𝑥(𝑡) whose Fourier transform is

𝑓0 = 1/𝑇

Where 0 < 𝛼 < 1 and

𝜔1 = 1 − 𝛼 𝜋𝑓0,  𝜔2 = 1 + 𝛼 𝜋𝑓0

13

raised cosine

ניתוח בזמן: תרגיל בית

𝑋(𝑗𝜔) =

1/𝑓0 |𝜔| ≤ 𝜔1
0.5

𝑓0
1 + cos

𝜔 − 𝜔0
2𝛼𝑓2

𝜔1 ≤ |𝜔| ≤ 𝜔2

0 |𝜔| > 𝜔2 𝑓0 = 1/𝑇

𝑥(𝑛𝑇) = 𝑥 𝑛 = 𝛿[𝑛]-> DTFT{𝛿[𝑛]} = const

𝜔1 =

𝜔2 =

1/𝑓0

0.5/𝑓0
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▪ Aliasing can’t be avoided

▪ All the elements in the sum of replications will contribute to the aliasing effect

אינו מוגבל סרט< -אות מוגבל בזמן –תכונה 
< -הכפלה בחלון < -אות מוגבל זמן –הוכחה 

לא מוגבל סרט< -י סינק "קונבולוציה ע

אותות אמיתיים–משמעות 
מוגבלי זמן1)
אינו מוגבל סרט2)
לא ניתן לדגום ללא אליאסינג3)
נדגום עם שגיאה מינימאלית4)

In this case the sum includes infinite 

number of nonzero terms so the 

shape of FT of the sampled signal 

must be distorted. 

Conclusion: since signal in nature 

are time limited, they are not 

bandwidth limited, so sampling of 

infinite bandwidth signal always 

gives rise to aliasing, no matter how 

high the sampling rate is

𝑋(𝑗𝜔)

▪ Signals in nature are:

▪ Time limited

▪ Not bandwidth limited

▪ Cannot be sampled without error causing aliasing

▪ Sampling with minimal error



▪ EasyPolls:
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https://vote.easypolls.net/62404c53c10276005f3d1d18
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Linear 

phase

𝛿[𝑛 − 1]

𝛿[𝑛 − 0.5]

𝛿[𝑛 − 2]

𝑒−𝑗0.5𝜃

𝑒−𝑗2𝜃

𝑒−𝑗1𝜃

Tricky in time, 

easy in 

frequency

1

1
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Proof:

x(t)=h(t)*xs(t)
sifting

Shannon 

reconstruction



0-T T 3T2T
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:עלינו להניח כי. אינטרפולציהשחזור אות רציף מדגימותיו נקרא 

Bאות מקורי היה חסום בסרט כך ש ▪ Hz < 0.5fs

0.5fs! תמיד להשתמש בחצי תדר נייקויסט▪

𝐻: הוא מהצורהאינטרפולציה האידיאלי מסנן : הערה 𝜔 = 𝑇П
𝜔

2𝜋𝑓𝑠
= 𝑇П

𝜔

𝜔𝑠

Shannon :ℎ𝑟כאשר עבור אינטרפולציה מוגבלת סרט של  𝑡 = sinc
𝑡

𝑇

𝑥𝑟: נוסחת אינטרפולציה בצורתה הכללית 𝑡 = 𝑥 𝑡 ∗ ℎ𝑟 𝑡 = σ𝑛=−∞
∞ 𝑥 𝑛𝑇 ℎ𝑟 𝑡 − 𝑛𝑇

𝒉𝒓 𝒕- גרעין האינטרפולציהנקראת(Interpolation kernel.)

:יכול לשחזר ספקטרום מקורי, סינון מוגבל סרט

Reconstruction of a continuous-time signal using ideal interpolation:

x(t)
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ℎ𝑟: הערה 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑐

𝑡

𝑇
!גרעין אינטרפולציה אידיאלית

𝑥(𝑡)  = ℎ(𝑡) ∗ 𝑥𝑠(𝑡) =

 =   
∞

−∞

 sinc(𝑟) ⋅ ෍  

∞

𝑛=−∞

 𝑥(𝑛𝑇)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇 − 𝜏) d𝜏 =

 = ෍  

∞

𝑛=−∞

 𝑥(𝑛𝑇)sinc(
𝑡 − 𝑛𝑇

𝑇
)

 sifting

reconstruction

function

Reconstruction equation

of Shannon
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X(jw)

replications

Overlapping

replications

Aliasing

sampling

When is the sampling condition is

Not fulfilled? 



▪ EasyPolls:

26

https://vote.easypolls.net/624062f0c10276005f3d1fe1
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Zero-order hold (ZOH)

שחזור מסדר אפס

השיחזור לפי שנון דורש אינסוף  •
ולכן , אחורה וקדימהדגימות 

.שיחוזר שנון אינו מעשי

:סיבתייהיה –משחזר מעשי •

𝑥(𝑡)דומה ל ො𝑥(t)במשחזר טוב •

ZOH: משחזר פשוט•

ො𝑥 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

t/T

𝑥 𝑛𝑇 ℎ 𝑡 − 𝑛𝑇

ො𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑛 , 𝑛𝑇 ≤ 𝑡 < 𝑛 + 1 𝑇, 𝑛 ∈ ℤ

due to causality

n≠0 ∀ nT≤ 𝑡
n≤t/T

ො𝑥 𝑡 = 𝑥𝑠 𝑡 ∗ ℎ(𝑡)

Question: what is the frequency 

response of the H{hZOH(t)}?
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𝐻(𝑗𝜔)  =   
𝑇

0

 1 ⋅ 𝑒−𝑗𝜔𝑡  d𝑡 =
1− 𝑒−𝑗𝜔𝑇

𝑗𝜔
= 𝑇 ⋅ 𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇 ⋅

𝑒𝑗0.5𝜔𝑇 ⋅ 𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇

𝑗𝜔𝑇

 = 𝑇 ⋅ sinc(𝜔
𝜔𝑠

) ⋅ 𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇

 

-

2∙0.5
=T 𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇

sin(0.5𝜔𝑇)

0.5𝜔𝑇
=

Euler=sin(z)=
𝑒𝑗𝑧−𝑒−𝑗𝑧

2𝑗

= T 𝑠𝑖𝑛𝑐(
𝜔𝑇

2𝜋
)𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇

𝜔𝑠=
2𝜋

𝑇

=T 𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇
sin( ൗ𝜋𝜔𝑇

𝜋2)

ൗ𝜋𝜔𝑇
𝜋2

The frequency response of the H{hZOH(t)}

ො𝑥 𝑡 = 𝑥𝑠 𝑡 ∗ ℎ 𝑡 ෠𝑋 𝑗𝜔 = 𝑋𝑠 𝑗𝜔 ⋅ 𝐻 𝑗𝜔
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Euler

https://en.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler#Saint_Petersburg
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|𝜔|בתחום • ≤ 𝜔𝑠/2 הגבר קטן או שווה לT

𝜔בתחום • > 𝜔𝑠/2 0הגבר שונה מ

(מדרגות)שינוי חד בזמן –תדרים גבוהים •
רק מונחתים–שכפולים לא מתאפסים : משמעות•

1±סינק ב –פאזה •

𝑒−𝑗0.5𝜔𝑇
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